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近年、幾何学的 flowの研究が多く進む中で、特に顕著な発展を遂げているのが Ricci flow
である. この flowは、Perelmanが Hamilton Programを完成させ、Ricci flow with surgery
を応用して Thurstonの幾何化予想を解決したことで一躍脚光を浴びた.  
Ricci flowが初めて導入されたのは、1982年に出版された論文 ”Three-manifolds with 
positive Ricci curvature” である. この論文において、Ricci flow研究の基本的方法論
が構築され、特にこの方法論を応用して、正の Ricci曲率を持つ closed Riemann 3-多様体
は 3-Sphereに diffeomorphicであることが示された. そして、2007年に Brendleと Schoen
により、Ricci flowを用いて Differentiable 1/4-pinching Sphere Theoremが解決された.  
このように、Ricci flowは分野の垣根を超えて、多くの新しい結果をもたらす強力な道具
として認知されている. その後 Kähler-Ricci flowそして Chern-Ricci flowの研究が進み、
特に、これらの flowと代数幾何学との関わりが注目されている. BCHM以前から Tsujiによ
り、Kähler-Einstein geometryを通じて Minimal Model Program (MMP) を理解する試みは
唱えられていた. BCHM以後では、flip、divisorial contractionという代数的操作を
Perelmanの”Surgery”の役割としてみなし、Kähler-Ricci flowを MMPの解析化 
(analytification) のための道具として応用する研究が活発に行われている.  
(BCHM : Birkar, Cascini, Hacon and McKernan “Existence of minimal models for 
varieties of general type” arXiv:math/0610203) 
 1. Canonical surgical contractionと(-1)-curveの blow-down 
 
Minimal 曲面とは、(-1)-curve と呼ばれる特別な holomorphic sphere を全く含まない
compact 複素曲面のことである. Projective 曲面の場合を考えると、曲面上の(-1)-curve
を blow-down によってつぶすことにより、この操作を有限回繰り返すことで、この曲面は
よりわかりやすい構造を持った minimal 曲面に到達する. これ以外の場合は、曲面は元々
(-1)-curveを持たず minimalであるか、又は ruled曲面、rational曲面に分類されて負の
小平次元を持つ. この過程は Kähler-Ricci flowに沿って解釈されており、解の特異時間=
∞の場合 minimalとなり、また、有限特異時間で flow が collapse する場合に ruled 曲面
又は rational曲面に分類される. 
BCHMによって、MMP with Scalingが、general typeの projective多様体上であれば有限
回の操作で終了することが示されていたので、MMP with Scaling に対応して、特異点が存
在しても有限回の flip と divisorial contraction の”Surgery”を Kähler current を発
する Weak Kähler-Ricci flowに沿って実行できることが Tianと Songにより示された. そ
の後、Weinkove、Tosatti により、複素曲面上の(-1)-curve の blow-down の代数的な操作
と、Kähler-Ricci flow に対する Canonical surgical contraction と呼ばれる概念の間の
対応関係が証明された. そこで、この対応が、non-Kähler の場合にも同様に成り立つのか
どうかという問題が考えられる. 
Hermitian metricを発する Kähler-Ricci flowの analogueを Chern-Ricci flowと呼ぶ. 先
行研究において、既約な有限個の(-1)-curves を含む compact 複素曲面とそれに付随する
blow-downを考えるとき、その曲面上で、ある cohomology条件(+)の下、Gauduchon metric
を発する Chern-Ricci flowが Gromov-Hausdorffの意味で収束することが示されている. こ
の条件(+)は、多様体が projective Kählerで、かつ初期 metricを Kählerに取れば自動的
に成り立つことが確認できるので、曲面上の (-1)-curve の blow-down の過程を
Kähler-Ricci flow に沿って解析的に解釈可能となる. ここで、曲面が projective である
ことは、考えるべき Kähler曲面の小平次元が 2であることから従う. この結果から自然に
浮かび上がる予想として、Chern-Ricci flowが有限時間で non-collapsingのとき、有限個






の pullback された Hermitian 計量で挟まれた不等式の形を示すことを目指す. ある
smooth real (1,1)-form が底空間からのある Hermitian metric の pullback に対して
C^0-equivalentの時、その(1,1)-formは、ある Hermitian metricの pullbackに一致する
ため、この不等式の成立は等式の成立を意味する. ここで興味のある曲面の対象は、小平
次元が 1 で First Betti 数が奇数の曲面たちに限られるので、その minimal model は
non-Kähler minimal properly elliptic surfaceである. この場合、first Betti数は odd
なので Telemanの指摘“first Betti数が oddの複素曲面は、既約な自己交差が負の曲線を
有限個しか持たない” を適用して考察を進める.  
Compact Hermitian 多様体上の Plurisubharmonic 関数 u で sup_Mu=0 に正規化されたもの
は一様可積分であることから、L^1 位相での収束が分かり、また、Pluripotential theory
の道具を用いることで、C^0 位相での一様収束が示される. 弱解の正則性理論と Sobolev 
imbedding theorem の適用により、更に高階の評価が得られ、Schauder 評価の結果、一様
定数で挟まれた不等式が示される. 不等式の形を構成する際には、複素曲面上の結果であ
る Buchdahl’s Nakai-Moishezon criterionを利用する.  
このように、まず不等式を構成し、定数が一様に取れることを Pluripotential theory の
道具を駆使して証明を進めるところに議論の新しさがある. この結果を踏まえて、
Hermitian 多様体上の Pluripotential theory における Stability Theorem を応用し、加
えて、先行研究における Chern-Ricci flow に対する評価の計算方法を適用することで、
non-Kähler の場合でも canonical surgical contraction と(-1)-curve の blow-down の対
応関係を示した. 
 
2. Elliptic曲面上における Chern-Ricci flowの Hölder収束 
 
先行研究において、種数が 2以上の compact Riemann曲面 S上の elliptic fiber bundle
に対して normalized Chern-Ricci flowの解が S上の Kähler-Einstein metricを pullback
したものに C^0位相で収束することが示されている.  
重要な事実として、任意の minimal non-Kähler properly elliptic曲面 Mに対して、finite 
unramified covering  p: M’→Mが存在し、それはまた minimal properly elliptic曲面
であり、π’: M’→S’は elliptic fiber bundleとなることが挙げられる. ここで S’は
種数 2以上の compact Riemann面とする. Mと M’のそれぞれの上の metricの間には、局
所的に isometryが写像 pにより与えられるので、elliptic bundleにおける結果をそのま
ま曲面 Mに適用する事ができて、minimal non-Kähler properly elliptic曲面 M→Sに対し
て、S上の orbifold Kähler-Einstein metricの pullbackに C^0位相で収束することが示
される. 論文の主定理では、この収束が、ある特別な初期 metricを取れば、C^α, 0<α<1,
の位相で実現されることを示している. 鍵となるのは normalized Chern-Ricci flowの解




まれるため、C^0位相での収束が限界となる. そこで、評価の妨げとなる torsion tensor
と Chern curvature tensorの成分が消える初期 metricの取り方を考えた.   
Minimal non-Kähler properly elliptic曲面 Mの universal coveringは C×Hであること
が知られている. ここで Cは複素空間、Hは C内の上半平面とする.  Mは finite unramified 
coveringを持つので、M→Sを elliptic fiber bundleとする.  
この時、離散的な SL(2,R)の部分群Γが存在して、H/Γ=Sとなり、また、Mは、C^*×Hに
対するΓ×Zの作用による商空間に biholomorphicになる. これにより、考えるべき初期
metricはΓ×Z不変でなければならないが、そのような metricとして知られている Vaisman 
metricを用いて初期 metricを構成して計算をおこなった. すると、ほとんどの全ての
torsion tensorと Chern curvature tensorの成分が消えることが分かり、残った tensor
の成分たちは非常に扱いやすいものであることが確認された. この結果を用いることで、
証明に必要となる一様評価が得られ、C^α位相での収束を示すことができた.  
